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Gli assiomi di Peano∗
In queste pagine presentiamo una nota teoria assiomatica elementare per
l’aritmetica dei numeri naturali, l’aritmetica di Peano al primordine (PA).
Simboli descrittivi
• simboli di funzione 0-ari (costanti): 0
• simboli di funzione 1-ari: s
• simboli di funzione 2-ari: +, ·
Assiomi
• gli assiomi del calcolo al primordine con identità
• PA1: ∀x¬(0 = s(x))
• PA2: ∀x∀ y(s(x) = s(y)→ x = y)
• PA3: A(0) ∧ ∀x[A(x)→ A(s(x))]→ ∀xA(x)
dove A(x) è una qualsiasi f.b.f. nel linguaggio di PA (Principio di indu-
zione matematica)
• PA4: ∀x(x+ 0 = x)
• PA5: ∀x∀y(x+ s(y) = s(x+ y))
• PA6: ∀x(x · 0 = 0)
• PA7: ∀x∀y(x · s(y) = xy + x)
La teoria PA ha un’interpretazione privilegiata che consiste nella struttura
dei numeri naturali, dove:
• il dominio di individui è l’insieme dei numeri naturali N = {0, 1, 2, 3, ...}
• la costante individuale 0 designa il numero 0
• il simbolo di funzione 1-ario s designa l’operatore di successore (ovvero
l’operazione che associa ad ogni numero n il numero n+ 1)
• i simboli di funzione binari +, · designano rispettivamente le operazioni di
addizione e moltiplicazione
∗Liberamente tratto da "Logica e teorie formalizzate” di R. Rogers, Feltrinelli, 1978.
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Sulla base di questa interpetazione privilegiata PA1 stabilisce che il numero
0 non è successore di alcun numero naturale.
PA2 stabilisce che se i successori di due numeri x e y sono identici, allora
anche x e y sono identici tra loro1.
Il principio dell’induzione matematica PA3 afferma che per ogni formula
A(x), se 0 soddisfa tale formula (ovvero si ha A(0)) e preso un qualsiasi numero
x, qualora tale numero soddisfi la formula la soddisfa anche il suo successore
(ovvero si ha ∀x(A(x)→ A(s(x)), allora tutti i numeri soddisfano quella formula
(cioè ∀xA(x)).
Forniremo più avanti esempi di utilizzo del principio di induzione.
Gli assiomi PA4 e PA5 sono assiomi induttivi per l’addizione. L’assioma
PA4 afferma che sommando un numero qualsiasi x a 0 si ottiene nuovamente x
come risultato. PA5 invece definisce il risultato della somma di un nunero x per
il successore di un numero y.
Infine, gli assiomi PA6 e PA7 sono assiomi induttivi per la moltiplicazione.
PA6 afferma che moltiplicando un numero qualsiasi x per 0 si ottiene nuovamen-
te 0 come risultato. PA7 invece definisce il risultato del prodotto di un numero
x per il successore di un numero y (esso coincide con la nota legge distributiva
x · (y + 1) = xy + x).
La natura induttiva degli assiomi PA4-PA7 si riconduce al principio di indu-
zione: in ciascuno di questi casi si ha a che fare con un caso base (PA4 e PA6),
e con il passo da un caso arbitrario a quello successivo (PA5 e PA7).
In termini dei simboli di funzione “0” e “s” si possono immediatamente
definire gli usuali numerali arabi nel seguente modo:
0 =def 0
1 =def s(0)
2 =def s(s(0))
3 =def s(s(s(0)))
4 =def s(s(s(s(0))))
Per semplicità, laddove non sorgerà confusione, ometteremo spesso alcune
parentesi associate al simbolo di funtore “s” (ad esempio potremo scrivere “sss0”
oppure “ss(s0)” al posto di “s(s(s(0)))”).
Con questa notazione e con gli assiomi dati è possibile formulare all’interno
di PA la “maggior parte” dell’aritmetica “interessante". In particolare in PA si
possono effettuare gli usuali calcoli aritmetici con somma e prodotto. A titolo di
esempio, vediamo a livello intuitivo ed informale come si può calcolare il valore
di 3 + 2:
1. sss0+ss0 = sss0 + ss0 A8.1
2. = s(sss0 + s0) PA5:1
3. = ss(sss0 + 0) PA5:2
4. = ss(sss0) PA4:3
1Si noti che nella struttura dei numeri naturali vale anche il contrario, ovvero ∀x∀y(x =
y → s(x) = s(y)). Tuttavia questa legge vale in realtà per tutte i simboli di funzione e per
tutte le strutture, in quanto istanza dell’assioma I2, ed è quindi già inclusa tra gli assiomi
della logica al primordine con identità.
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Come abbiamo specificato, il ragionameno appena esposto è informale. Ven-
gono infatti lasciati a livello intuitivo molti passaggi che dovrebbero essere resi
espliciti all’interno di una deduzione formale all’interno di PA. Ad esempio, il
nostro ragionamento intuitivo utilizza immediatamente casi particolari di as-
siomi universali (PA4 e PA5), il che nasconde l’applicazione dell’assioma A6
seguita dalla regola di sostituzione di variabili (o più brevemente l’applicazione
della regola ammissibile del Dictum de omni). Inoltre il ragionamento intuitivo
utilizza la proprietà transitiva dell’identità, ovvero t1 = t2 ∧ t2 = t3 → t1 = t3,
per t1, t2, t3 termini. In realtà questa proprietà intuitiva può essere dimostrata
in K= come teorema:
Lemma 0.1 `
K=
t1 = t2 ∧ t2 = t3 → t1 = t3
Dimostrazione.
1. t1 = t2 ∧ t2 = t3 `K= t1 = t2 ∧ t2 = t3 Assunzione
2. `
K=
t1 = t2 A2.1:1
3. `
K=
t2 = t3 A2.2:2
4. `
K=
t1 = t1 A8.1
5. `
K=
t1 = t1 ∧ t2 = t3 Teor. P.9:4,3
6. `
K=
t1 = t2 ↔ t1 = t3 A8.2:5
7. `
K=
t1 = t2 → t1 = t3 A4.1:6
8. `
K=
t1 = t3 MP:2,7
9. ∅ `
K=
t1 = t2 ∧ t2 = t3 →
t1 = t3
Teor. Deduz.:8

A livello illustrativo, diamo ora la versione rigorosa del ragionamento, così
che si possa confrontare la semplicità del ragionamento intuitivo (che dà per
scontati molti passaggi che andrebbero formalmente giustificati in PA) con la
prolissità del ragionamento rigoroso in PA (il quale però ha il merito di rendere
espliciti tutti i passaggi). Per semplificare almeno un poco il calcolo, osserviamo
che gli assiomi A8.2 e A8.3 possono essere generalizzati nelle seguenti versioni:
A8.2* t1 = s1∧...∧tn = sn → (A(t1/x1, ..., tn/xn)↔ A(s1/x1, ...sn/xn))
A8.3* t1 = s1 ∧ ... ∧ tn = sn → t(t1/x1, ..., tn/xn) = t(s1/x1, ...sn/xn)
dove A(x1, ..., xn) e t(x1, ..., xn) sono, rispettivamente, una formula ed un
termine ben formati del linguaggio di K=. Sebbene la sostituzione degli assiomi
A8.2 e A8.3 con gli assiomi A8.2* e A8.3* non aumenti la potenza espressiva del
calcolo (non si dimostrano nuovi teoremi), a livello pratico risulta più comodo
utilizzare queste versioni generalizzate anziché quelle particolari, in quanto i
ragionamenti risultano essere più sintetici.
Una dimostrazione formalmente rigorosa di “3+2=5” all’interno di PA può
essere ottenuta nel seguente modo:
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1. `
PA
∀x∀y(x+ s(y) = s(x+ y)) PA5
2. `
PA
∀y(sss0 + s(y) = s(sss0 + y)) Dictum de omni:1
3. `
PA
sss0 + ss0 = s(sss0 + s0) Dictum de omni:2
4. `
PA
sss0 + s0 = s(sss0 + 0) Dictum de omni:2
5. `
PA
s(sss0 + s0) = ss(sss0 + 0) A8.2*:4 (oppure A8.2:4)
6. `
PA
∀x(x+ 0 = x) PA4
7. `
PA
sss0 + 0 = sss0 Dictum de omni:6
8. `
PA
ss(sss0 + 0) = ss(sss0) A8.2*:7
9. `
PA
sss0 + ss0 = ss(sss0 + 0) Trans. Id.:3,5
10. `
PA
sss0 + ss0 = sssss0 Trans. Id.:9,8
Come dicevamo, non solo l’operazione di addizione ma anche buona par-
te dell’aritmetica è esprimibile in PA. Innanzitutto grazie agli assiomi PA6 e
PA7 possiamo calcolare la moltiplicazione. Le definizioni delle relazioni minore
di, maggiore di,minore o uguale a, maggiore uguale a possono essere espresse
facilmente:
x ≤ y ≡def ∃z(x+ z = y)
x < y ≡def ∃z(¬z = 0 ∧ x+ z = y)
x ≥ y ≡def ∃z(y + z = x)
x > y ≡def ∃z(¬z = 0 ∧ y + z = x)
Si possono inoltre definire senza difficoltà la relazione di essere divisore e la
proprietà di essere un numero primo. Non è altrettanto ovvio che in PA - come è
stato dimostrato per la prima volta da K. Gödel nel 1931 - si possano formulare
le definizioni di potenza (x = yn) e di fattoriale (x = y!). In realtà Gödel
ha mostrato che PA è sufficientemente comprensiva perché tutte le funzioni
computabili (“funzioni ricorsive generali ”) siano definibili in essa2.
E’ noto che tutti i teoremi fondamentali dell’aritmetica elementare sono
derivabili in PA. Si consideri ad esempio la nota legge associativa dell’addizione:
∀x∀y∀z[x+ (y + z) = (x+ y) + z]
Diamo ora una traccia di come questa proprietà possa essere dimostrata in
PA. Come nella maggior parte dei casi non banali, per dimostrare che questa
proprietà vale per tutti i numeri si deve ricorrere al principio di induzione mate-
matica. Sia A(z) =def ∀x∀y[x+(y+z) = (x+y)+z]. Innanzitutto dimostriamo
che la legge distributiva vale per la base dell’induzione 0, ovvero dimostriamo
(informalmente) che vale A(0) =def ∀x∀y[x+ (y + 0) = (x+ y) + 0]:
1. x+ (y + 0) = x+ (y + 0) A8.1
2. = x+ y PA4:1
3. = (x+ y) + 0 PA4:2
2Gödel in verità ha dimostrato questo risultato per la versione al second’ordine di PA, ma
la stessa proprietà vale anche per PA al primordine.
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Esercizio 0.2 (facoltativo) Scrivere in modo formalmente rigoroso in PA il
ragionamento informale utilizzato per la dimostrazione di
`
PA
∀x∀y[x+ (y + 0) = (x+ y) + 0].
Suggerimento. L’applicazione dell’Assioma PA4 nel passaggio da 1 a 2
sfrutta implicitamente la proprietà simmetrica dell’identità t1 = t2 → t2 = t1.
Mostrare che questa proprietà è derivabile come teorema in PA. 
Mostiamo ora (informalmente) che vale il passo dell’induzione ∀z(A(z) →
A(s(z)), ovvero che
∀z
[
∀x∀y
(
x+ (y+ z) = (x+ y) + z
)
→ ∀x∀y
(
x+ (y+ s(z)) = (x+ y) + s(z)
)]
.
Assumiamo ora quindi che valga ∀x∀y[x+(y+z) = (x+y)+z] per un generico
z e mostriamo che da tale assunzione si ottiene x+ (y + s(z)) = (x+ y) + s(z)
(per generici x, y, z):
1. x+(y+s(z)) = x+ (y + s(z)) A8.1
2. = x+ s(y + z) PA5:1
3. = s(x+ (y + z)) PA5:2
4. = s((x+ y) + z) Assunzione:3
5. = (x+ y) + s(z) PA4:4
Esercizio 0.3 (facoltativo) Scrivere in modo formalmente rigoroso in PA il
ragionamento informale utilizzato per la dimostrazione di
∀z[∀x∀y(x+ (y + z) = (x+ y) + z)→ ∀x∀y(x+ (y + s(z)) = (x+ y) + s(z))].
Suggerimento. Utilizzare il teorema di deduzione. 
A questo punto non resta altro che applicare lo schema di induzione PA3
per dedurre:
`
PA
∀z[∀x∀y(x+ (y + z) = (x+ y) + z)]
ma siccome per ogni formula del primordine (con identità) A vale `
K=
∀z∀x∀yA↔ ∀x∀y∀zA, abbiamo che:
`
PA
∀x∀y∀z(x+ (y + z) = (x+ y) + z).
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